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Mensaje de la
Directora General

Joven Estudiante:

En todo este proceso de incorporacién al mundo profesional, las
matematicas tienen una importancia decisiva, por lo que su aprendizaje
en la preparatoria es de la mayor importancia. Veamos por que.

La competencia ldgico matematica, la capacidad de escuchar; la expresion
oral claray la redaccion légica nos permiten incorporar informacion nueva y
transmitirla en cualquier situacién, sea escolar o laboral. Estas
habilidades son, por lo tanto, la puerta de entrada para conocer todo lo que
nos rodea (incluso las demas disciplinas) y para darnos a conocer a quienes
nos rodean. Sin estas habilidades basicas no podemos tener éxito en la vida
social adulta.

La reflexion sobre el uso cotidiano y su mejor conocimiento conducen aun
pensamiento mas ordenado, por lo que el aprendizaje de las materias basicas
en la preparatoria permite a los alumnos tener un instrumento para
clasificar mejor sus ideas.

En todo acto de comunicacién, ya sea simbolos, nUmeros, de forma oral o
escrita, intervienen una serie de elementos necesarios para que dicho acto
sea eficaz. O lo que es lo mismo, sin estos componentes el proceso
comunicativo no seria posible.
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et ™ ¢, Qué Aprendi?
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Rescatando mis Aprendizaje

Actividad Transversal
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INTRODUCCION

La asignatura de Calculo Integral que vas a cursar este semestre se encuentra
dentro del campo disciplinar de Matematicas, se imparte en el quinto semestre del
Bachillerato Tecnoldgico y tiene como propdsito que aprendas a identificar, utilizar
y comprender los sistemas de representacion de la acumulacion del cambio

continuo y del cambio discreto con fines predictivos y de modelacion.

Muchas veces nos preguntamos la aplicabilidad de lo que aprendemos y eso se
reduce a una sola pregunta ¢ De qué me va a servir aprender Calculo Integral, pues
bien vamos a explicar la aplicabilidad de esta rama de las matematicas en nuestra
vida? Una Integral se puede asimilar a una suma de infinitos términos, todos ellos
de un tamafio infinitesimalmente pequefo, por lo tanto, tendra aplicabilidad en
cualquier situacién en la que tengamos que sumar fragmentos muy pequefios para
llegar a un total.
Ahora bien, el Célculo integral se puede resumir en las siguientes preguntas:

e CoOmo encuentras el area bajo una curva?

e (COmo encuentro la longitud de una curva?

e ¢ Hay alguna manera de darle sentido a la idea de sumar un nimero infinito

de partes infinitamente pequefas?

Supongamos que queremos calcular un area. Podemos descomponer esa area en
infinita cantidad de cuadrados muy pequefios asimilando a los pixeles de las
imagenes emitidas por nuestro televisor, de tal forma que el area total seria el
namero de cuadraditos multiplicado por el area de uno de ellos y haciendo
cuadraditos cada vez mas pequefios podriamos ajustarnos a cualquier area que
nosotros necesitemos calcular. Es asi cuando la Integral adquiere un sentido mas

l6gico un sentido de integrar muchas pequefias partes en un todo.
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Las seis Competencias Genéricas que desarrollaras en este curso son:

™ Se conoce Yy valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en
cuenta los objetivos que persigue.

™ Es sensible al arte y participa en la apreciacion e interpretacion de sus
expresiones en distintos géneros.

" Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de
métodos establecidos.

™ Participa y colabora de manera efectiva en grupos diversos.

"™ Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida. 8. Participa y
colabora de manera efectiva en equipos diversos.

™ Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

Las seis Competencias disciplinares que desarrollaras durante el curso son:

Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de
procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la
comprensién y analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.
Argumenta la solucion obtenida de un problema, con métodos numéricos,
gréaficos, analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y
el uso de las tecnologias de la informacion y la comunicacion.

Cuantifica, representa y contrasta experimental o mateméaticamente las
magnitudes del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.
Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos

matematicos y cientificos.
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CONTENIDOS
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CONTENIDOS

CONTENIDO ESPECIFICO

APRENDIZAJE

ESPERADO

PRODUCTO

ESPERADO

Pensamiento
y lenguaje
variacional.

Cambioy
acumulacion:
elementos del
Célculo integral.

Aproximacion y
calculo del area
bajo la curva por
métodos
elementales
(Método de los
rectangulos y
método de los
trapecios).

La grafica como descripcion del
cambio.

¢,Coémo interpreto graficamente
el crecimiento lineal? ¢Qué
caracteriza al crecimiento no
lineal?

Aproximacion del area bajo
curvas conocidas, utilice curvas
que representan crecimiento
lineal y crecimiento no lineal.

Comparacién de aproximaciones.

¢Alguna es mejor?, ¢en qué
circunstancias?

Conjeturar sobre expresiones
generales del area bajo la curva
(ejemplo el area bajo la gréfica
de f

(x) =1 o bajo f (x) = x, asi como
el area bajo f (x) = x2, con x entre
Oy1,oentrely 2, oengeneral
entre ay b, donde a<b). Usa el
reconocimiento de patrones.
Interpretacion del area segun el
fenémeno (ejemplo, el area de la
funcién velocidad se interpreta
como la distancia recorrida) ¢,Por
qué las medidas de la
acumulacién resultan tiles para
el tratamiento de diferentes
situaciones contextuales?

Aproxima el area bajo una
curva mediante
rectangulos inscritos, se
mide o calcula el area de
éstos y se estima el valor
del &rea bajo la curva.
Compara los resultados
de diversas técnicas de
aproximacion.

Acota el valor del area
bajo la curva,
aproximando por exceso y
por defecto. Usa ambos
métodos de aproximacion:
rectangulos y trapecios.
Calcula el area debajo de
curvas conocidas, como
graficas de funciones
lineales, cuadraticas y
cubicas entre dos limites
de integracion.

Interpreta, por extensién o
generalizacion, el area
bajo la curva de gréficas
de funciones
trigonométricas  bésicas
(seno y coseno).

e Construir
una aproximacion
del area por medios
diversos.

e Comparar el valor
del area por medio
de rectangulos y de
trapecios inscritos.

e Aproximar el valor
del area bajo una
curva del tipoy = u".

e Encontrar el
desplazamiento de
un movil, dado su
velocidad.

e Reconocer

y
argumentar

las

relaciones entre
posicion, velocidad
y aceleracion para
funciones
polinomiales
basicas.

11 |
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CONTENIDOS
CENTRALES

CONTENIDO ESPECIFICO

APRENDIZAJE
ESPERADO

PRODUCTO

ESPERADO

Pensamiento
y lenguaje
variacional.

Cambio y
acumulacion:

elementos del
Célculo integral.

Antiderivada de
las  funciones
elementales

(algebraicas vy
trascendentes).

Técnicas para obtener Ila
antiderivada. ¢Qué significa
integrar una funcién?,
¢podrias imaginar el llenado y
vaciado de un recipiente en
términos de la integracion?
¢Qué patrones reconoces
para la integral de x, X2, x3?
Ejemplos de la cinematica y su
interpretacion contextual.
,Qué es integrar en ese
contexto de la fisica?
¢élIntegrar la funcion velocidad,
integrar la funcién
aceleracion?

Construccion de tablas de
integracion.

¢ Reconoces patrones basicos?
¢Qué tipo de procesos se
precisan para tratar con la
acumulacion 'y su medida,
propiedades, relaciones y
representaciones?

e Encuentra la
antiderivada de
funciones elementales
polinomiales).
Reconoce el
significado de la
integral definida con el
area bajo la curva.
Descubre

relaciones inversas
entre derivacion e
integracion: “Si de una
funciéon se obtiene su
derivada, qué obtengo
si de esa derivada

encuentro su
antiderivada”.

o Interpreta, por
extension o]
generalizacion, la

integral indefinida de
funciones

polinomiales

y.

trigonométricas
basicas (seno y
€0Seno).

e Encontrar
la
Antiderivada de
expresiones del
tipo x".

e Completar una
tabla de
integracion
dada.

e Calcular el area
bajo la curva de
funciones
diversas.

e Integrar
funciones
elementales
dadas mediante
férmulas
generales.

12 ]
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CONTENIDO ESPECIFICO

APRENDIZAJE

ESPERADO

PRODUCTO

ESPERADO

Pensamiento
y lenguaje
variacional.

Cambio y
acumulacioén:
elementos del
Calculo
integral.

Tratamiento
analitico de las
integrales
definida e
indefinida y uso
intuitivo de los
procesos infinitos
y las situaciones
limite.

Técnicas para obtener la
antiderivada. ¢Qué significa
integrar una funcién?, ¢ podrias
imaginar el llenado y vaciado
de un recipiente en términos de
la integracion? ¢Qué patrones
reconoces para la integral de x,
X2, x3..?

Ejemplos de la cinemética y su
interpretacion contextual. ¢ Qué
es integrar en este contexto de
la fisica? ¢Integrar la funcion
velocidad, integrar la funcion
aceleracion?

Construccion de tablas de
integracion.

¢ Reconoces patrones basicos?
¢,Qué tipo de procesos se
precisan para tratar con la
acumulacion 'y su medida,
propiedades, relaciones y
representaciones?

o Utiliza técnicas para la
antiderivacion de
funciones conocidas.

e Obtiene la integral
indefinida de una
funcion dada.

e Visualiza la relaciéon
entre area e integral
definida.

e Calcula la antiderivada
de funciones
trigonométricas
basicas.

e Utiliza sucesiones 'y
limites para obtener
integrales definidas.

e Resolver

situaciones del
llenado de
recipientes con
flujo constante.
Encontrar la
posicién de un
movil que se
desplaza en
linea recta con
velocidad
constante.
Determinar la
posicion de un
movil que se
desplaza
rectilineamente
con aceleraciéon
constante y con
velocidad inicial
conocida.

13 |
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UNIDAD I.

APROXIMACION Y CALCULO DEL AREA BAJO LA CURVA POR
METODOS ELEMENTALES

¥ Rescatando mis Aprendizajes.

FORMULAS DE DERIVACION (DEMOSTRACION).

La derivada es un importante concepto en el mundo de las matematicas ya que tiene un
sinfin de aplicaciones a lo largo de este campo desde calcular velocidades hasta tazas

de crecimiento y sin mencionar en cuantos fendmenos naturales se le puede hallar.

Existen distintas férmulas para calcular una derivada, la férmula que aplicaremos
depende a la forma de la funcion que queramos derivar sin embargo dichas formulas se
obtienen de una manera similar la cual es haciendo operaciones mediante la definicion

de derivada.

Definicion de derivada.

f(x+ Ax) — f(x)
Ax

f(x) = lim algunas ocasiones Ax = h
x—

Esta formula la obtenemos mediante la siguiente interpretacion geométrica.
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Guinajeals

, mes la pendiente de la recta
fangente a la grdfica f(x)

-

BEERRY bl e e s e
(X0 + 4x)

Recta tangente a
la curva
EIA s I i
 em— '
L . "
L} 1 v
g/ Xo Xo +h= Yo+ Ay X

De esta definicibn vamos a obtener las férmulas para la derivacion de diferentes
funciones.

DERIVADA DE UNA CONSTANTE.

Una constante es un valor qgue no cambia 5 siempre sera 5 igualmente la letra a también
puede ser una constante siempre y cuando su valor no cambie. Lo primero que hacemos
es sustituir el valor constante en este caso K en la definicién de derivada.
f(k) — f(k)

Ax
El término f(x + Ax) sera igual a nuestra constante K ya que al ser una constante su

r00 = Jm,

imagen siempre serd la misma en el eje de las x.

, 0
f (X) = E:O

f'(k) = 0 siendo k una constante

Hecho esto queda demostrado que la derivada de una constante sera 0
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DERIVADA DE UNA POTENCIA.

Antes de analizar esta en detalle, primero recordemos como es la formula generalizada

de lasuma de ay b elevada a n:

n

n!
n — n—r Lr — n n—1 2
(a+ b) E_ﬂ“ (n_r)!a b" =a™ +na™*b+ 0(b?)

Aqui hay que comentar varias cosas. La primera que los signos de exclamacion son
factoriales (el producto del nimero por todos los anteriores al mismo). La segunda que
en el ultimo pasé encerramos en el Ultimo término todos los sumandos que incluyan b

elevado a 2 o potencias superiores. La factorial de 0, recordemos, no es 0 sino 1:

0or=1
Teniendo esta formula en mente, la derivada de la potencia n-ésima de x se calcula del

siguiente modo:

f:xn

I (x +h)" —x" . x"+nx"th+0(h?)—x"
"= ho h = s h
 nx"*h+0(h*) -
= jLl_l’}lr}II h = ’1111)1{1]01 x4+ {?(h)}
=nx"?t

En el dltimo paso nos cargamos todos los términos que involucren a h porque es
practicamente nula en el limite considerado. El resultado es correcto para cualquier valor
de n, si bien la expresion con factoriales requeriria mayor complejidad.
Por lo tanto, la derivada de una potencia sera.

f'(x™) = nx"1

En caso de que la potencia este siendo multiplicada por una constante solo sera


https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/potencia-suma.png
https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/factorial.png
https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/derivada-potencia.png
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necesario multiplicar la constante por el exponente de la potencia.
f'(kx") = k(n)x"1

DERIVADA DE LA SUMA DE DOS FUNCIONES.
Si h es la suma de las funciones f y g, dado que el limite de una suma es la suma de

[imites con las derivadas sucede lo mismo:

h=f+g
hf:ff_l_gi‘

Obviamente esto incluye las restas, dado que f y g pueden tener cualquier signo.

DERIVADA DE UN PRODUCTO.
Si, por el contrario, h es el producto de las funciones f y g, podemos obtener su derivada

aplicando en el limite que podemos sumar y restar f(x) g(x+h) y separar la fraccion en

dos a conveniencia:

h=fg
b= i L E P 9GrHh) — f() g(x)
D P
i [P gG A+ D) —f() g() +f(x) g(x + ) — f(x) g(x + 1)
h—0 h

f(“h;; _f(x)+f(x) g(x+hi— g(X))

= lim (y(x + h)
=g9f' +fg

Por lo tanto, decimos que la derivada de un producto de dos funciones sera:

f’(g(x) + f(x)) =gf' +fg


https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/derivada-suma.png
https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/derivada-producto1.png
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DERIVADA DE UN COCIENTE.
Si h es el cociente entre f y g, teniendo en cuenta la derivada del producto y la de una
funcion inversa, podemos obtener de golpe la expresion de la derivada del cociente

considerando el producto entre f y g elevada a -1.:

h =~
g
e _fa-1g
W =———= 2
g g g

Por lo tanto, decimos que la derivada de un cociente sera:

oS00 _fg-fg
gx) g

DERIVADA DE LA FUNCION COSENO, SENO Y TANGENTE.

Usando la ecuacién de Euler, podemos definir el seno y el coseno del siguiente modo:
cos(x) = L (e” + e"”)
2

i, . .
sen(x) = ——|e'* —e™**
() =5 ( )
Ambas funciones, juntas, cumplen que:
cos?(x) + sen?(x) =1
cos'(x) = —sen(x)

sen'(x) = cos(x)


https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/derivada-cociente.png
https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/coseno-y-seno.png
https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/derivadas-coseno-y-seno.png
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cos?(x) + sen®(x)

tg'(x) = =1+ tg?(x)

cos?(x)  cos?(x)

DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA.

Supongamos que f es la funcién inversa de g (no en el sentido que le suelen dar los
matematicos, sino en el de que multiplicadas dan 1). Tras reescribirla como g elevada a
-1, podemos obtener su derivada mediante la regla de la cadena derivando primero la

potencia de g y después g:

f 1
:—:g
g

r

rF_ a2 r:_g_
ff=0=97*)0g") e

FORMULAS DE INTEGRACION (DEMOSTRACION)

En el célculo integral también existen formulas para resolver integrales, al igual que en el
calculo diferencial usaremos la formula dependiendo de la forma que tenga la funcién a
integrar, las férmulas de integracidén se obtienen de las formulas de derivacion debido a
su naturalidad inversa lo que significa que la integracion es lo contrario de la derivaciéon
asi como la suma es lo contrario a la resta y viceversa, al integrar una funcién estamos
obteniendo la funcion primitiva de f(x) la cual se denota F(x) lo cual quiere decir que si

derivamos F(x) volveremos a obtener f(x).

I e £F MR
bt VA lac
- — 7

Fuente: imagen recuperada en pixabay.com julio del 2020


https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/derivada-tangente.png
https://estudiarfisica.files.wordpress.com/2015/07/derivada-inversa.png
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FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION

{EJ'{‘.I'.!:' =ax+C

. _rr—l
xdx = P +C [r#-—1]

1
{ —dx=In|x|+C
J x

{tan xdr=lIn|secx|+C
[E-E.'CI{J'I = In|secx +tanx| + C

{cot.rrir =lIn|sinx|+C

dx 1 X
{1—2 = —fan ‘24 C {cs;cxah‘=In|c5c.r—c0t.1‘|—|—:’:'
J oa-+x i a .
[ dx —*-;in"l+{" [a = 0] {qec: vdr =tanx + C
J at =47 ‘ i ] g o -

{' dx 1
J xvxi—ag? a

{e"rr.h': e +C

. .

[f.r[dx= — 4+ C Ja=0]
. Ina

[.refrdr =ex—1+C
[ln.rd.r=.1‘ln_r—.r+:f'

[ﬂn_t dyr = —cosx 4+ C

{cos rxdyr=sinx+C

x X
sec '+ C [a=0] {csr.rd_rz —cotx+C
a .

{sec.rtaﬂ.rdr =secx+C

[cs;cxc::rt xdr=—cscx 4+ C

.2 x  sin2x
fsln .1{1’.r=§— r
- X  sin2x
fccrs; xdr = 5 3 +C

[tam2 rdyr=tanx — x4+ C

Todas las formulas se obtendran de manera similar y ahora veremos una demostracion

de algunas férmulas de integracién todas, ya que el procedimiento es el mismo.

21

de=x+c
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Demostracion.

Debido a que la integracion y la derivacion son procesos inversos basta con derivar X y
obtener 1y la derivada de la constante es 0 y asi obtenemos el valor que multiplica a la
diferencial en la integral, derivando la funcién primitiva hemos obtenido la funcion original
por lo tanto cumple lo del proceso inverso.

Xn+1
fx“dxz
n+1

Demostracion.
Para volver a obtener la funcion original primero vamos a derivar la funcion primitiva

usando la férmula de derivacion de un cociente debido a que la primitiva tiene esta forma.

n+1x""1"H(n+1) - (0)x"*?!
(n + 1)

f'(x) =

(n+1D*(x" -0
(n+ 1)?

fx)=

Fuente: Imagen recuperada en: www.pixabay.com junio 2020



http://www.pixabay.com/
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B

O= ¢, Qué Aprendi?
EXAMEN DIAGNOSTICO
Instrucciones. - elige la repuesta correcta

1. Sirven para designar la cantidad de elementos que tiene un conjunto

a) Numeros naturales
b) NuUmeros primos.
c) Numeros reales.

d) Numeros racionales.

2. Numeros que tienen Unicamente dos divisores, el mismo nimeroy el 1.

a) Numeros primos.
b) NuUmeros naturales.
c) Numeros reales.

d) NuUmeros racionales.

3. Selecciona la opcidn que muestra la notacion matematica para describir un nimero
entero par.
a) k
b) k +2
c) 2k

4. ¢ Qué nameros enteros estan comprendidos dentro del intervalo (¢ 1,5]?

a)2,3,4,5
b) 1,2,3,4,5
c)1,2,3,4
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5. ¢ Qué numeros enteros estan comprendidos dentro del intervalo (1,3)?

a) 2.
b)1,2,3

¢) ninguno.

6. ¢ Qué numeros enteros son solucién de la desigualdad 1<x<5?

a) 2,3,4,5
b) 1,2,3,4,5
c) 1,2,3,4

7. ¢ Cudl es el conjunto solucién de la desigualdad 4x+3<2+7x?

a)x>l
1
b) x < =
3

1
< =
c)x_3

8. ¢ Qué es una funcion?
9. ¢Qué es el dominio y el rango de una funcion?

10. Dadas las funciones f(x)=x+1 y g(x)=x2-1, Selecciona la opcion que representa
A (f+9)(x)

a)x? + x

b) x? —x

c) x — x?
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11. Encuentra el valor de los siguientes limites.

a) limézz
x-1 x—1
(-1 0 determinacis
1-1 = 0 inaeterminacion
(x+Dx-1

1 factorizacion por diferencia de cuadrados
x —

x+1=1+1=2

. x*-16
b) lim =
x—4 X—4

8

.1
c) lim ==co
x-0X

12.Eencuentra la derivada de las siguientes funciones.
a)f(x) =x*+10x—5
b) f(x) = e*

c) f(x) = 5x* — 10x

Fuente: Imagen recuperada de www.pixabay.com junio 2020



http://www.pixabay.com/
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Rescatando mis Aprendizaje (producto esperado)

CALCULO INTEGRAL.

1. Es la solucion al siguiente ejercicio: [ —6xdx =
A) —6+C
B) —3x2+C
C) —3x?
D) —gxz

2.- Es el resultado que se obtiene a aplicar la antiderivada.

A) Funcién primitiva
B) Antiderivada
C) Derivada

D) Diferencial

3.- Es el resultado de la siguiente expresion: f x3dx
A) x3dx
B) x3
C) 3x2
x4
D)=+ C
4

4.- Es el método de integracion aplicable a integrales que no se pueden integrar de
manera inmediata, y generalmente su integrando esta formado por dos funciones. Este

método de integracion utiliza la formula: [ udv=wv -  vdu

A) integrales inmediatas

B) integracidn por sustitucion

C) integracion por fracciones parciales
D) integracion por partes
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5.- Es el resultado de la siguiente expresion: [ 2x°dx
6

A) S+C

B) 2x°

C) 10x*

D) £
3

m Para aprender mas

AREA DE FIGURAS AMORFAS.

Cuando necesitamos calcular el area de una figura regular, solo requerimos de hacer uso
de las férmulas tradicionales conocidas.
Sin embargo, no hay formulas directas para estimar el area bajo la curva en las figuras

amorfas.

Para calcular el area de una figura amorfa, dividimos dicha figura en figuras mas simples
y sacamos el area de estas con las formulas ya conocidas y finalmente sumamos las

areas obtenidas.

27
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EJEMPLOS RESUELTOS.

Dada la grafica mostrada, compuesta de segmentos de rectas y circunferencias,

determina el area bajo la curva.

& 4

Explicacion
Un medio circulo y un cuadrado de 0 a 2, un triangulo de 2 a 4 y un medio circulo de 4 a
10

T+4+9/211+4=25.278

Dada la gréfica mostrada, compuesta de segmentos de rectas y circunferencias,
determina el area bajo la curva.
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Explicacion

Un cuadrado de 0 a 2, un medio circulo y un rectangulo de 2 a 6 y un triangulo de 6 a 10
2:2+1/2(11-22) +4-2+1/2(4-5) =211+22=28.283

Dada la grafica mostrada, compuesta de segmentos de rectas y circunferencias,

determina el &rea bajo la curva.

Explicacion
Un cuadrado y un triangulo de 0 a 2, un medio circulo de 2 a 3, un cuadrado de 3 a5,

Un cuadrado y un triangulo de 5 a 6 y un medio circulo de 6 a 8

(2:2)+1/2(2-2)+1/2(1T-12)+(3-2)+(1-2)+1/2(1-2)+1/2(17-22)+2(5/217)+13=22.854
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NOTACION SIGMA.

n

Z;{lg =aj +a +as+...+ay,

£

Esta representacion abreviada de varios términos utiliza la letra griega sigma mayuscula,
por eso se le denomina notacién sigma. Aqui el indice de la suma ai es el i-ésimo término,
y los limites inferior y superior de la suma son 1 y n; respectivamente.

En la notacion de sigma tendremos la sumatoria de todos los términos de la forma ai

cuando i toma valores sucesivos i=1,2,3,4,..,n

altimo valor

de n formula p.a.ra
\ los términos
s Y/

n=1

/N

Indice de la primer valor
sumatoria den

Fuente: Imagen recuperada de www.pixabay.com junio 2020



http://www.pixabay.com/
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PROPIEDADES Y FORMULAS DE LA NOTACION SIGMA

o Propiedades: o Férmulas:
1. Yk=nk L ii:"(";l)
i=l i=l
5 - g e - 4l - b =, =n(n+1)(2n+l)
;[(t,+ ] §(1,+;), 2. ;; S
3. \ k(a)=k - j oy | n(n+l) i
; (a;) ga, 3. ,Zl:, _{ 3 ]
PROBLEMAS RESUELTOS.
Desarrolla y evallGa la sumatoria
4
D2
1=1
Explicacion:
1
i 1 2 3 4
E 2=2+2"+2"+2" =30
1=1

2.-Desarrolla y evalta la sumatoria:

31
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Solucioén correcta:

l 1 1 1 1
2:0(L+—)+(1+—)+(1+—)+-~+(1+——)=1&%9
- 2 3 4 10

3.-Calcula el valor de la sumatoria

Solucién correcta:

—=ltotototototototot—=10

%1 1 11111111
R I I S I B T/

=

SUMAS DE RIEMANN.

Son utilizadas para aproximar el area bajo la curva de una funcion continua f(x) en el
intervalo [a,b].
Existen sumas inferiores y sumas superiores, en sumas inferiores el area bajo la curva
sera menor al area real y en las sumas superiores el area sera mayor al area real.
Dichas sumas de Riemann consisten en dividir el intervalo cerrado en particiones en
forma de rectangulo y obtener su area y finalmente sumarlas para obtener la
aproximacion y para que el area sea exacta debemos aplicar un limite para que el nimero
g ] x

Egih 5535

0,5 0,5 0,51
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de particiones vaya al infinito.

La formula para calcular exactamente el area de la funcion es.

n
lim ) f(xi)Ax
n—-oo

i=1

PROBLEMAS RESUELTOS.

Calcula el valor de suma de Riemann de la funcién f(x)=x>-2 en el intervalo [0,1]

Usando 4 subintervalos y considerando el valor FINAL de cada subintervalo para

determinar la altura de los rectangulos.

Solucion:

. . 1-0
Valor del subintervalo: Azi = - = %
Puntos finales de cada subintervalo: z1 = % Ty =

Sb fait)Aai= £ (1) 41 (3) 1+ £(3) 1+ £}
= -2 = 153125

Determina la suma de Riemann de la funcion f(x)=2-x2 en el intervalo [0,1] cuando se
divide el intervalo en un nimero n de subintervalos y considerando como altura el valor
de la funcién en el FINAL de cada subintervalo. Esto es, la generalizacion de la suma de

Riemann a n subintervalos.
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Solucidn

Tamarfio del subintervalo = 1-Tﬂ = Tl

="

Valor final en cada subintervalo = z( } = %
2
Altura del rectangulo = 2 — ()
2

Suma de Riemann: Y7 | f(zi¥)Az =" 2 -7 L

i=n n i=1 pd
_ 2 no .92 . .
= E 11— —3 > i—1 ¥°, aplicando formulas:
2 n(n+1)(2n+1) 1 1
_H{”)_F[f __H_@

Sea f(x)=vX en el intervalo [0,4], evalia la suma de Riemann utilizando cuatro
subintervalos del mismo tamafio. Proporciona una aproximacion de dos decimales en el
resultado. Usa el valor INICIAL DEL SUBINTERVALO para el célculo.

Solucién:
Para [0,4], n=4, Ax = % = 1. Utilizando el valor inicial del intervalo
[m, flz)) = (0,0),(1,1),(2,1.41), (3,1.73)

Zf{m}&m— (0)(1) + (1)(1) + (1.41)(1) + (1.73)(1) = 4.14

ANTIDERIVADAS.

Suponer que se decide encontrar una funcion F cuya derivada es f(x)=cosx. Con los
conocimientos que se tienen de derivadas, se puede afirmar que F(x)=sinx, la funcién F

es una anti derivada de f.

Diferencial de x

o j F(x)dx=F(x)+C

| Constante de
= integracion
Simbolo de 9
Integral — | Una antiderivadade f ‘
Funcién
integrando
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PROBLEMAS RESUELTOS.

1.Indica cual funcién es la antiderivada general de f(x)=x+3

Solucién
d a2
E[?‘ngﬂ-{-c’) =r+3

2.Indica cual funcion es la antiderivada general de f(x)=cos3x

Solucién
d 1
E(gsi_n 3x) = cos 3z

3. Selecciona una antiderivada de f(x)=sinx
d

— (1 — i
o ( cosx) = sinx



e —— WY .

31 3

e as
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ANTIDERIVADA DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES (ALGEBRAICAS
Y TRASCENDENTES).

¥ Rescatando mis Aprendizaje.

1. Aplica los teoremas de derivacion correspondientes para hallar la integral de cada una
de las siguientes funciones.

a. f(x) = 3x3 - 2x2 — x + 2017

b. f(x) = (3x— 4)?

c. f(xX)= 2x(x+3)

d. f(x) = 3 sen(2x)

e. f(x) = 4x3 - x?

f-f(x)=6x+3

g. f(x) = 6x3 + 4x3 — x

m Para aprender mas.

Introduccién
Ya estamos familiarizados con la derivada de una funcién; operacién que recibe el

nombre de diferenciacion. Por ejemplo:

d/dx (sen x) = cos X

d/dx(x2 + 2x + 1) = 2x + 2 = 2(x + 1)

Ahora nos interesa conocer el proceso inverso; es decir dada la derivada de una funcién;
determinar la funcién original. Es decir, nos interesa determinar la operacion inversa de
la diferenciacion (hecho que ya es conocido en matematicas para otras operaciones: la
operacion inversa de la adicion es la sustraccion; la operacion inversa de la multiplicacion

es la division).
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Ejemplo: ¢Qué funcion n tiene por derivada cos x?

Ya sabemos que la respuesta es sen X, pues:
d/dx(senx) = cos x
Ahora, esta pregunta la podemos representar matematicamente como sigue:
¢A qué funcion, tal vez salvo en una cantidad finita de puntos, es igual [ cos cos dx ?
y nuestra respuesta sera.

[cosdx = senx

En este caso decimos que sen x es una primitiva o antiderivada de la funcién cos x.

f‘
W actividad

1. Encuentra una antiderivada o primitiva de la funcién x + 1.

2. Encuentra una antiderivada o primitiva de la funcién sen x.
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Dj Para aprender mas.

La primitiva o antiderivada de una funcion

Una funcion F se llama primitiva o antiderivada de una funcion f, en un intervalo

I, si F'(x) = f(x) para todo valor x en |, salvo tal vez para un nimero finito de puntos.

Ejemplo: F(x) = 5x4 + x2 + 2, entonces F'(x) = 20x3 + 2x.
Asi si f(x) = 20x3 + 2x, decimos que f es la derivada de F y que F es la antiderivada

o primitiva de f, pues

F(x) = f(x):
Observemos que G(x) = 5x4 + x2 + 10 también es una primitiva de f, pues

G'(x) = f(0):

En general F(x) = 5x4 + x2 + c, con c una constante, es una antiderivada de f, pues

F(x) = f(x):

N

TEOREMA.

Si F y G son dos funciones tales que
F'(x)= G(x) Vx el
Entonces existe una constante Co tal que
F(x)= G(x)+ Co Vx€el

La integral indefinida.

Como ya hemos dicho en la introduccion, la antidiferenciacion es el proceso de
determinacion de todas las antiderivadas de una funcion dada. El simbolo que denota

esta operacion esf  yescribimos.
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“F es una antiderivada de ", & [ (x)dx = F(x) + c;;

donde F"(x) = f(x).

Esta notacion fue introducida por el matematico aleman Leibniz.

Definicion.
Sea F una primitiva cualquiera de f. La integral indefinida de f(x) con respecto a x se

denota como:

f f(x) dx

y se define como:

j f(x)dx = F(x) + c;

Donde ¢ es una constante arbitraria.

En otras palabras, la integral indefinida de f es un representante de la familia de todas
sus primitivas posibles. Es muy importante entender esto, pues quiere decir que, al
evaluar una integral indefinida, podremos reunir todas las constantes que surjan en su
evaluacion en una Unica constante genérica que denotaremos c. De esta forma, evaluar

una integral indefinida de f equivale a encontrar a una antiderivada genérica.
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Tabla de integrales inmediatas

Inmediatas Con funcidn - Cuasi inmediatas
. _ xl"l*‘l . ) _ fﬂ*"l{x}

[x dx=——+k ki (x)-Fx)dx = — 5" +k
1 fx) . _

[Sdx=lnix| + K jﬁdx- In[f(x)]+k

ja"dx=e‘ +k _[e“"f‘{x}dx=a’f‘? +k
a* 5"

ja*dx: —+k ja“"f'{x}dx: +k
Ina Ina

f senxdx = -cosx+k

jsen[f[x}]f‘ {(x)dx = cos(f(x)) +k

j cosxdx =senx+k

| cos(f(x))F" (x)dx = sen(f(x)) +k

| o dx= [(1+tg?x)dx = tgx+k j% dx = [ (1+ tg(f())F (x)dx = ta(f(x))+k

[ o dx= [ (1+ cotgx)dx = -ctgx +k j% dx = [(1+ ctg(f))F (x)dx = -ctg(f(x)) +k
J s ox= arosemx- K s 8= arosen(ix) vk

| 1 +1x2 dx = arctgx +k | 1 ffj{i} dx = arctg(f(x)) + k

Propiedades y métodos de calcular

*  Enlasumafresta: Laintegral de la suma es la suma de las integrales:

Ju+v)de= fudx+ [vdx

3
Ejemplo: [ (senx + x*)dx = [senx dx + [x*® dx= —cosx- x? +k
= Enla constante: Laintegral de una constante por una funcién es la constante por la integral de la funcion.

Ejemplo: [ 3-senx dx =
= Enla multiplicacién: No hay regla fija

3 - [senxdx =3(—cosx) + K

Intentar que un factor sea la derivada del otro por cambio de variable si no, intentar hacer por el método por partes:
2 4 z : 2
Ejemplos: [ 2x3dx =[x -2x dx:ft-dr:r?-i-ﬂ =x?+k ; [sinx-cosxdx = [tdt= %:%H{

*  Enladivisién: No hay regla fija

- Intentar que el numeador sea |a derivada del denominador, para aplicar Ln.
- 5i en el denominador hay una %2, intentar gue se parezca a la arctang.

- 5i no, hacer por el método cambio variable

- 5i no, aplicar método racionales.

=sinx

Ejemplo: [tanx dx= j%dx:—jgzln lcosx| + k

Fuente: Imagen recuperado de: http://www.ofimega.es/Manuales/BAT/Integrales.pdf



http://www.ofimega.es/Manuales/BAT/Integrales.pdf
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Ejemplos:
[ x%dx
. T
Hdr=""qC
[ 75 dx
. 4
Tsidr =15 4o
4
. 2
xidx
2 5 5
L2 3 3 7 3.2
.x%ix:g +C’:%+C:3i+c:3‘x e
2. 5 5 5
3
.xTCix
. —4+1 -3
%cix:j&x'dlaix:h +C’=3x—+C=—.x_3+C‘=—i3+C
v o -4 +1 - x
. S R R R
Frde = £3dx = +C="_to=234y0="5 40
1 4 4 4
—+1 —
3 3
-1
 Yx
- 2 .x_?lﬂ 4;‘ 4
——dr = x%ﬁ;:_l + = +c=—4{ +cC
Y ifx -1 3 3
4
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S
X X
J' ——dx = j 5 T = +Co=2"+c=3¥r+cC
-2 1
—+1 —
3 3
Integrales de potencias
IHH
_[ x"dx = +C
a+1
MHH
Iu”-u'cixz +C nz-1
n+1
Ejemplos
1
| dx
223 III.IE
-12
—+H
-12 L

I 1 dx = Ix xjcix IxjciX—

xz 5&2 —]_2,+1

3
-!
5
:I_—I—C:— 5 +
__7 Talx!
5
(.x+2)3.:ix

| (.x+2)3cix=i(.x+2)4+(f

: (Z.x-l—I)(.x2 +x -l—l).::ix

-. (2.x+1)(.x2 +3:+1).:ix:%(x2+.:cf+1)2 +C

x+1

" %l{.xz +2x+7

I r+1
%"xz +2x+7

@x

cixz%j(Zx-l—Z)(xz +2x+7)_3_1.:ix=
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1 3
D 2 !

sen 2x cos2xdx

sen“x cos xdx =
4 1 5
sen xcosxds =—zen x + C
tg’x secxdx
2 2 ]- 3
tg“x sec .x.:ingtgx+c

s dre igx
1+ x°
carc tg x

1+ x°
Integral exponencial

dx

dx = %(am ijg.x)z +C

CII

(¢ dx=—— +C
. Ina

et dx=eg"+C
. o

& wldr=2 4+
- In«

et wde =" +C
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M+ 2x47) +C

sen 2x cosz.x.:ix:%j sen 2x cusZ.x-Zcix:iSEHE 2x + O
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Ejemplos
EEI+2 t'ix
'€2x+2 dr = lezwz + O
. 2
5t dx
5.1'
In5

| 5%y =

[ 27 5% 4y
10"
In10

+

_’2* 5*.:ix:j 107 dx =

q831+1 I:Er‘x
1
3In8

g 4

.83x+lfix — %j83x+1 3d}: —

. Elnx

dx

X

Inx

&

Ci}'.'z.[l lE:F,anrar‘x:Elnx_|_(_—:-
X X

2" cosx dx

e cosxdr ="+ C

ac sernxy

N

arc seny 1

dx

IE|iE!.‘t'E SEﬂXﬂix :Earc Setly _|_ C
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y

- Ejercitando mi habilidad.
Integrales de monomios y polinomios.

Resuelve en tu cuaderno las siguientes integrales, anota en él, todo procedimiento y

relaciona las columnas.

Ejercicios Posibles respuestas
3 X
J(Sx —T+4x+4de —ix9+—x8+c
9
5
Jx 3
3 s dx 1
\/? v + ?xz +C
J(x4 +22) dv 1 4 2 5
T T3 +5x +cC

%_r4—%x3+2x2+4x+c
Jx3+3x4 dr
|2 iY6F5_£r4/S +c

18 ° 4 -

[
-

J(x3+x2—x)2dr p

b

| | |
+3.u—5.1:—2.'.— L ol

2

jx(xx3+2o) dr
8% + 6457 + 20087 + ¢
°

Jxé—x3—2x5+l2x2—30 de

3 1 g3 b g, 4 9, 8B 7

X Hl +H.1.+3.'f+?1. [
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0

Y
-Q/ Ejercitando mi habilidad.

n+l1
n
Integrales de la forma. Iv dv = +c
n+1
Ejercicios Respuestas
r, L ]
J:x7—2x5: (7= -10%*) dx = - — tC
' S 8:_:{3—;{;
"x'l—3:
J - dx = -p—_—
a6
Fa ha
J X | Ix"+1) dx=
% x)? X 3 &0 1z
. a - 1 I
- . 4 4 2
J x‘—xl: (2x+1) dx =
(c .2 3 a7
~ [ox® +4 %" -5x"
J Sx+4x®-5x%)" (10x+12x° -20%°) dx = 7 e
.
3 (V= +2) :c
J (3x*:2)/2x*+4x+1 dx-=
~ wte3)’ 103 @
-J-ixx—El ax- 3 T ° 333_;_;_‘:
~ 2 II. .
_J;,.,— Bx= — . :.1—4}{—233; +cC
WEx-2
r {15 %% + 5 .
=x* s x|
4
‘J'S:—'i"};—z E“i‘ Bx-2)% 2o
ax =
a—
KT
» '?_2 542 . 13
Ix * ‘a & gl gtz
T 2 2
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Y
V Ejercitando mi habilidad.

Integrales de la forma. J‘ﬂ = lr1|v| e
1%
Ejercicios Respuestas
30x° + 48x7 1 3 2
J— dr = (22 + 94 + 126 — 1)
5x04+6x 49

5x — 12x
dx 51In(x — 7)

xf3xf

5

[EE
Jx (x> —3x* = 5)
7=

X —

% In(x” — 16)

.x — 16 1
— 1n(6 4 3x + 8%°)
x+4x

6+3x +8x

dx
16x° + 16 &
X +4x+1

(r+1) (x+2) 4in(x* 4+ 4x + 1)

20 4+ 9% 4+ 12x-1

2x+5 2x — In(x + 3)
x+3

6x + 140 4+ 3x°
o+ 4

dx

EET
et
J In(5x° + 6x° +9)
=
|
J

2+ %x4 - ln(}c2 + 4)

In(x — 1)
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Y
-Q/ Ejercitando mi habilidad.

INTEGRALES DE LA FORMA

dv 1 J. = ArcSen — J‘L—l/] Sec L
fArCT +c = Arc en Y e = reSec—+c¢
-"v2 +a’ £ Va whe? —a? @ a
Ejercicios Respuestas
3_ 37 aretan| L
Jx 1 49 X 9x + > arctdn( > xJ
Jx4 + 81

arctan(x) + arcsin(x)

dx 1 3x?
J 9- —arcsec—
6 2

x + 2 arctan(x)

=
2
sz\/m

dx

J de S %arcsecx
Jox$+4 2 dr
x'% 425
1 dr Larctan(1 6)
x + 1 17x2 30 5
¥
b Sarcsin[LrJ
3
4
3x +3x 41 +3r + 1 e
¥ + 4
iarctan[ixJ
7 7
1 134
— X i > arctan 2 x” +
¥® +4x + 8
L:alrctan(l 2)
9 18 9
J x

20— 18x'0 + 65

arcsin(x3 )
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UNIDAD II1.
CAMBIO Y ACUMULACION.

¥ Rescatando mis Aprendizaje.

Resuelve las siguientes integrales

(Tx* —9x+5) {(+fa —~fx¥
. [T 2. d
j N * I 9
(x+4) = - :
3. j'jx_jdr 4. j[c —e ] d

5. I{sec.r—tan.r}:dx 6. fﬁ
o—

dx
Im g jsec‘ xdx
8. Ie' Sen 2x dx 9, _{.r’ Cos x dx
10.1L= ]I.Itan‘x:ir=
Nrt—bx+13
d
12.]41_‘:_, =
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Dj Para aprender mas

LA INTEGRAL INDEFINIDA Y DEFINIDA

INTEGRACION POR PARTES:

La integracion por partes (I.P.P. en abreviado) es un método para calcular una integral
de una funcion cuyas primitivas se desconocen, y consiste en utilizar el teorema siguiente:
Sean u y v dos funciones reales de clase C (es decir derivable y de derivada continua)

definidas sobre el intervalo [a; b].

Se llama integracién por partes, porque la integral se divide en dos partes una u y otra

dv. Fuente: Flores, Valencia y Garcia, (2014), Fundamentos del Céalculo, México.

La integral debe estar completa y sin alterar la operacion dentro de ella. Esta seleccién

es lo mas importante y se debe realizar de la siguiente manera:
™ En la parte que corresponde a dv debe ser la funciéon mas facil de integrar,

™ Enudeben iraquellas funciones que no tienen integral directa (funciones
logaritmicas e inversas), luego se pueden considerar las funciones algebraicas

puesto que la derivada es reductiva.

El método de integracion por partes estd basado en la derivada de un producto de

funciones como se muestra a continuacion:
d(u.v) = udv + vdu

Por eso es que se usa para integrales que contienen dos funciones que se multiplican

entre si.

[du.v) = f[udv + [vdu (seintegraen ambos lados de la férmula)


http://enciclopedia.us.es/index.php/Integral_y_funci%C3%B3n_primitiva
http://enciclopedia.us.es/index.php/Funci%C3%B3n
http://enciclopedia.us.es/index.php/Continuidad
http://enciclopedia.us.es/index.php/Intervalo_(matem%C3%A1ticas)
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(w.v) = [udv + [vdu (resolviendo la integral)

Despejando, Queda La Férmula De La Integracion Por Partes
fudv = uv — [vdu

Procedimiento de solucién:

f x%Inx dx

1. Cuando se tiene un producto de una funcién logaritmica inclusive afectada de un

exponente por una expresion x, se toma asi:

3

_ — 2 _dx X
{u=Inx dv= x*dx ‘ {du=—v= 7

2. Reemplazamos en la formula de integracion por partes:

2 x3 x3 dx
J X lnlnxdx=?lnlnx—f _

Simplificando:

x3 1J ) Binlnx x3
x’dx= ———+c¢

3 Inlnx - 3 3 9
Ejemplos:
1) [ xcoscosxdx

u=x u =1

V. =CcosX Vv=senx

j XCOSde=XS€TlX—j senxdx = x senx +coscosx + C



54

“) CALCULO INTEGRAL
cecyTe Cuaderno de Trabajo Quinto Semestre

2) [ x3e*dx
u= x?2 dv=e*’ xdx

1 2
du = 2xdx V:Ee"

1 1 1
f x3eXdx = Exze"2 —f xeX dx = zxze’“2 - Eexz +C

3) [ x27%dx

u=x dv = 27*dx
du=dx S
In2
j 2%y = 27* 2‘xd B 27%  27* 4 C= xln2 +1
S ) m2 T m2 T m22 T T 2
Y
V Ejercitando mi habilidad.
En los ejercicios siguientes efectle la integral definida.
1. [1n xdx 2. [xedx 3. [cosfxdx
4. [xe_xcir 5. [xﬁecxtaﬂxcir 6. [(Eﬂx)lcir
7. [xlfnxcix 8. [excmxc:{x 9. [caslxcir
10. [314:0521{.{1{ 11. [{ex +2x) dx 12. [xmnxcir
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Dj Para aprender mas.

DEFINICIONES E IMPORTANCIA DE: INTEGRAL DEFINIDA SEGUN VARIOS
AUTORES.

La integran definida tiene varios conceptos pero se presentan 3 a continuacion: Sea f:
[a,b] == R una funcion real, continua no negativa ; sea P una participacion de [a,b]
compuesta por los puntos a= x, < x; <..< x, = b y sea x*i un punto arbitrario en |x; —

1; x;| para cada i=1,2,....,n. Al numero.

S(f,P,{x;}) =X fOD@—x;—x;— 1)

Se le llama suma de Riemann correspondiente a la particion P y a la eleccion de puntos

intermedios {x;} %

Fuente: Flores, Valencia y Garcia, (2014), Fundamentos del Célculo, México.

Para cada funcion f:[ a,b] == R continua, se define la integral de f en el intervalo [a,b]

como el numero real f: f(x)dx dado por

b
[ reodx= s¢pn oy

y se lee "integral de f entre a y b". La funcion f es el integrando y los extremos de
integracion a y b se llaman limites inferior y superior de la integral respectivamente. Esta

es la definicion de integral definida segun Riemann.
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Asi debe quedar claro que una integral definida no es sino una suma de infinitos terminos,
pero igualmente aplicable para aproximar sumas de muchos términos que resultarian

excesivamente laboriosas, practicamente imposible, realizarlas manualmente.

Fuente: Morales Alvarez, Felicitas (2014), Calculo Integral, México, D.F: Pearson.

La Integral de Darboux se define en términos de sumas de los siguientes tipos:
L(f,P)= > mi(x; —x; — 1), Uf,P) ==X Mi(x; —x; — 1))
Llamadas suma inferior y superior respectivamente, donde:

M; = sup{f(x) | € [x; - 1L, x;], m;=inf{f(x)|x€[x; - 1x]}

Son las alturas de los rectangulos, y xi-xi.1 la longitud de la base de los rectangulos. La
integral de Darboux esta definida como el tnico numero acotado entre las sumas inferior

y superior, es decir,

LEP) s [ f<U(fP)

La interpretacion geométrica de la integral de Darboux seria el célculo del area de la
region en [a,b] por el Método exhaustivo. La integral de Darboux de una funcién f en
[a,b] existe si y solo si:

Sup{ L (f,P) = inf{U(f,P)}

Del Teorema de Caracterizacion que dice que si f es integrable en [a,b] entonces ve>0 3
P particion de [a,b] : O0<U(f,P)-L(f,P)<¢, evidencia la equivalencia entre las definiciones de

Integral de Riemman e Integral de Darboux pues se sigue que:


https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_exhaustivo
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fb f—z fE) Ai<U(f,P)<¢

n
i=1
Definiciones de: El teorema fundamental del calculo integral.

El teorema fundamental del célculo integral.

Segun Dora Cienfuegos este teorema establece la relacién entre f; f(x)dx e

) f(x)dx, entre la integral definida y la indefinida. Lo podemos enunciar como sigue:

Si f(x) es una funcién continua en [a, b] y F(x) es una primitiva de f(x), entonces:

b
[ reodx = r8xn 3 = Fb) - F(@)s (F () = £)

La igualdad anterior se conoce como la regla de Barrow y da el procedimiento para

calcular una integral definida.

Segun Rubén Espinoza es un proceso dificil de implementar pues se requiere tomar en
cuenta el comportamiento de la funcion a lo largo de todo el intervalo de integracion. Sin
embargo, cuando se conoce una primitiva o una antiderivada de la funcion, el célculo de
la integral en el intervalo se reduce a una mera evaluacion de esa primitiva en sus

extremos, tal como se muestra en la proposicion siguiente.
Sea f:[a,b] = R continua y sea g:[a, b] = R una antiderivada de f, es decir Z—i(x) =

f(x). Entonces

b b dg
[ rwax=[" Lwax=g®)-g@

a

Entonces la funcién sera:

b
[ redx =g - g

a
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Segun Felicitas Morales analizando f(x) = f:

f—- F =f=g'sobre [a, b],3 un
namero Ctalque F=g + C
F(a) =gla)+C si F(a) =0 - gla) =—-C

Asi, F(x) = g(x) — g(a)

Lo cual se cumple para x=b

b
[ r=r®)=9)-g@

a

Después de analizar estas teorias podemos decir que el teorema fundamental del calculo

integral es el que nos indica que la derivacion y la integracion son operaciones inversas.

Al integrar una funcién continua y luego derivarla se recupera la funcion original.

Ejemplo:

fl p _[1 2]1_11 1,1
o T2 0T 2 B

Areas de regiones planas
Segun Eduardo Espinoza en el calculo de area de regiones planas se consideran dos

casos:
Primer caso: consideremos una funciéon y = f(x) continua en un intervalo cerrado [a, b]
y ademas f(x) = 0, Vxe[a, b]. El area de la regién R limitada por la curva y = f(x), el eje

Xy las rectas verticales x = a y x = b; esta dado por la expresion:

b
A(R) = f f(x)dx

Segundo caso: consideremos dos funciones f y g continuas en el intervalo cerrado [a, b],
el area de la regién R limitada por las curvas y = f(x); y=g(x) ylasrectasx=ay

x = b, esta dado por la expresion.

AR) = [}

a

(f(x) — g(x))dx

Calcular el area de a figura limitada por la parabola y = 4x — x? y el eje de abscisas.
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Procedimiento de solucién de unaregion plana:

Comoy=4x—x*> - y—4=—(x—2)?, es una parabola de vértice en el punto V(2,4)

A(R) =f: ydx = f: (4x — x¥)dx

= (222 -2)40 = Lo
3 3
Segun Dora Cienfuegos en general, para calcular el area de una region plana:
1. Ladividimos en franjas, infinitamente estrechas, de manera horizontal o vertical.
2. Suponemos que las franjas son rectangulos, con lo cual su area se obtendra como

el producto de la base por la altura (la base sera el diferencial correspondiente) dx

o dy, es decir:

d(a) = hdx o bien d(a) = hdy

4. Calculamos el area total como la suma de las areas de los infinitos rectangulos:
A= f: da

Segun Felicitas Morales para calcular el area de una region plana que se encuentra bajo
una funcion y sobre el eje X se utiliza la integral definida de dicha funcién.

Es bueno aclarar que cuando aplicamos la integral definida en las areas que estan
ubicadas sobre el eje X el resultado lo obtendremos con signo positivo, mientras que en
las &reas que estan debajo del eje X el resultado lo obtendremos con signo negativo. Esta
consideracion no representa ningun problema en el calculo del area. Simplemente este

signo negativo nos indica que es un area que esta debajo del eje X, pero el area es la

cantidad calculada con signo positivo.
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Ejemplos:
1. Hallar el area de la figura comprendida entre la hipérbola xy = m?, las rectas
verticales x = a,X = 3a(a > 0) y el eje X.
Solucién
mZ

A(R) = f;a ydx = f;a mTde =m?Inilnx|3aa
A(R)=m?Inln3a —m?Inina
A(R) = m? In In 3u?

2. Encontrar el area acotada por las curvas cuyas ecuacionessony =e*, yy =e™~*

ylarectax = 1.

Solucion:

1
A(R) = f (e*—e™X)dx = (e*—e™*)|10 =e+e 1 -2
0

e+e™
2
A(R) = 2(cos cos 1 — 1)u?

=2

—1=2(coscos1—-1)

3. Calcular el area de la figura limitada por las lineas cuyas ecuaciones son y? =
x+1,x—y—1=0.

Solucién:
r=x+1x—-y—-1=0 > {y?—-1-y—-1=0y* —-y—-2=0

(y-2y+1)=0->Y=-1y=2
2
A(R) =f [(y +1) — (y* = Ddy

2 y3 y2
=f (—y2+y+2)dy=<—?+7+2y>2—1
-1

9 2
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Cuinajeals

El &rea bajo la curva:

Felicitas Morales Alvarez, calculo integral; es una funcion
positiva con intervalo cerrado, f(x) deber ser continua se da

por encima del eje “xX”, tiene dos rectas verticales a y b.

Férmula:

A= fb f(x)dx

Ejercicios:
1. flz (2x?)dx
XY

2 8

00
-1 2
-2 8

y=f(x)

j "t dx
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2. f_zl (9 —x?) — (x+ Ddx

.[-_2 (8 —x —x?)dx

[pr—5-5] H(e@ -5 -5) - (e -5 )]

8 1 1
o253
1 29
=22—3—E=7
29
ZTUC

3. foz (2 —3x + 4x?)dx

3x2  4x3] ° 3(2)2  4(2)3
IZX_TJFT :KZ(Z)_ 2 3

0

(s-0+2)
=2yc

)

3(0)°
2

+

4(0)°
3

)
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Area entre curvas.

Segun Felicitas Morales suponga que un area esta contenida entre dos curvas y =
fG)yy=g().
Entonces es posible calcular el &rea bajo y = f(x) o y = g(x), mediante el calculo de

sus integrales y tomando su diferencia.

Area = '[:Z f(x)dx—j;xz g(x)dx

Area = fxz (f(x)dx — g(x))dx

X1
Procedimiento de solucidn de area entre curvas.

Hallar el area de la region que esta limitada bajo la curva f(x) = —x% + 6 y arriba de la
curva g(x) = —x? — 2x + 2
En primer lugar debemos encontrar los puntos de interseccion de las curvas, igualando
fOx) =gx)
—x2+6=x%—-2x+2

2x>-2x—-4=0

x+1Dx-2)=0

Xx1=—"1;x,=2
Dados los puntos de interseccion x = —1 y 2, ahora puede integrar f(x) — g(x) entre

estos limites para encontrar el area entre las curvas, de la siguiente manera:

Area = Jz ((—x2 +6)— (x*? —2x+ 2)) dx
~1

2
= f (—2x?% + 2x + 4)dx
1

2
[—§x3+x2+4x]2 -1

=9
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Segun Dora Cienfuegos el area de la region limitada por las curvas y = fi(x)eY =

f2(x), siendo f;(x) < f,(x) y por las rectas x = a y x = b viene definida por la integral.

b
f [f2(0) — F1(0)]dx
Ejemplos

1. Hallar el arealimitada porlas curvas y=2—x%?y y = —x

Solucién

Area = j ((2=x2) = (=x))dx
1

2. Hallar el arealimitada por las curvas y =x2—4, y=2,x = 4
y=x2—4yy=0
x2—4=0
x=2)(x+2)=0

XxX=-2;x=2
4
=f (x? — 4)dx
2
=(lx3—4x>42
3

= (% (43) — 4(4)) - (% 25 - 4(2))

64 8
=3 16-3-8
56
=38

32
~ 3
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Cainajaata

3. Hallar el area limitada por las funciones f(x) = x> —3x2+3xy g(x) = x

=x3-3x24+3x=x > x>—-3x24+2x=0
x(x—1D(x-2)=0
x=0;x=1;x=2
flx)—gx)=x3—3x2+3x—x
f(x) —g(x) =x3—3x%+ 2x
2

1
1
f (x® — 3x% + 2x)dx + f (x® —3x% + 2x)dx = Euz
0 1

Fuente: Imagen recuperada de www.pixabay.com junio 2020
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»

\/ Ejercitando mi habilidad.
Ejercicio 1.

Calcule las siguientes integrales definidas:

1 28-x 4 5, —
Y J (2x-3)ex ) L o 5 J 25T o
= 2 0 4 2
g JoUE ] o oy 12l 1 5 Syl 2 o
0 I;[Ea+1:l4 da ) I1Ex.lnx o ) J'D%sem-: o
IS(—x2+><—1]d>< f [lt—Ejzdt ID o
j) 70 k) =243 ) L39+2x

Ejercicio 2.

Grafique la region limitada por las curvas y calcule el area determinada por ambas.
a)y=x2conlarectay=2x+3

b) el eje de abscisas, larectay=x+1ylarectax=4

c) el eje de abscisas, lacurvay =x?>-1ylarectax =2
dy=x?+2x-1conlarectay=-x-1

e)y’=4xconlarectay=2x-4

f) y =Inx, el eje de abscisas y las rectas x =2, x =10

g y=x%2conlarectay =3 - 2x

h) ‘-*"=“*'Econy:x2

i)y=4-x?>conlarectay=x+2
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Ejercicio 3.

Halle el &rea encerrada por las curvasy = x?-4x e Yy =6x-x?. Grafique.

el area vale:

Ejercicio 4.

b 2\3 M;;
y 2

Dada la siguiente grafica, halle:
a) las ecuaciones de las rectas

b) el area de las zonas | y Il indicadas en el grafico.
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Respuesta

by .'_l.f=3—§}i’,'r2 N L .'_I.J=Ex+3 24

a) 2 b)Al=6 All= 3

Ejercicio 5.

n
a) Calcule J'? sen % Ox
-n
2
b) Determine el &rea de la region comprendida entre la curva y = sen x, el eje x y las

n
rectasx =-2 yx =

S I

Grafique.

c) Analice por qué no se obtiene el mismo resultado en a) y b).

1
Respuesta: ‘

_h_\_'.ljr-q -A

Ejercicio 6.
x? =

Calcule el area bajo la curva f(x)=t ) . Interprete graficamente.
B-x sl x=2
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Respuesta:

S

Ejercicio 7.
Escriba laintegral definida que proporciona el area de la regién (no calcule el valor

del area)

W=SBNX

VRV

Respuesta: A=

Ejercicio 8
Halle el area limitada por la pardbolay = x2 - x y larecta que une los puntos P(1, 2)
y Q(- 31 - 6)

Grafique. ¥4

Respuesta:
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Ejercicio 9.
Halle, utilizando integrales, el area del triangulo limitado por las rectas de

ecuacion y-3x=0; x-3y=0y x+y=4.

Respuesta:

el area vale 4

m Para aprender mas.

EXCEDENTE DEL CONSUMIDOR.

Es la ganancia monetaria que recibe el consumidor al adquirir un bien o servicio 0 un
precio menor al expuesto por el mercado, es decir, es la diferencia entre la posibilidad de

gastar y el gasto real por las (q) unidades.

Gréfica:

Xxd N
EC = fo F(x)dx — |(XoXPy)]
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Ejemplos:
1. y=—4x*-6x+60
y=-4(3)?-6(3)+6
Y=6

3
EC = f (—4x? — 6x + 60)dx — |(3)(6)]
0

= —4x?dx—[ 6xdx+ [  60dx
3
=[£ — 2 + 60x]
3 2 0

_[4B®)?  6B)?
=[5 -2+ 6003)]

=—12 _27+180 =22
3 3

EC =2°
3

2. y=2x*+x+20
y=23)2+3+20
y =41

3
EC = ] (2x%2 + x + 20)dx — [(2)(41)]
0

=  2x%dx+1f xdx+[  20dx

2x 3

:[T3+§+20x]0

=[ 2+ €5 4 2003)]

EC= 18+§+60

EC=-2
2

3. y=4x*-3x+4
y=4(1)>-3(1)+4
y=5

EC=[ (4% —3x+4)dx— (1))
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Guinajeals

f Ax?dx +f 3xdx +f 4dx

——++ 20x

4x3  x? !
3 2 l
0

+

413 3(1)2
e

+ 4(1)]

EXCEDENTE DEL PRODUCTOR.

Cuando los productores estan dispuestos a ofrecer algo por debajo del precio de mercado
P, que puede demandar unidades de mercado X, aquellos vendedores que ofrecen por

debajo del mercado se ubican en el excedente del productor.

Gréfica:
Xo

EP =|(Xo)(Po)| — [, f(x)dx P

S
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Ejemplos:
1. y=x*—-2x+2
y=(4)*-2(4)+2
y =10

4
Ep = [(10)(4)]| — f (x? —2x + 2)dx

0

f x%dx +f 2xdx +f 2dx

x3  2x? *
i+ 42
3 + > + xL

145220

64 32

Ep = 3 + > + 8
136
Ep=—3-

2. y=9x?—4x+1
y=92)2+4(2)+1
y =45

2

Ep = |(45)(2)] — jo (9x2 + 4x + Ddx

f 9x?dx +f 4xdx +f 1dx

9x3+4x2+ *
3 "2 xo

Ep=3B4)?+24)*+4
Ep = 84

3. y=5x2-5x+1
y=51)2+5(1) +1
y=11

1

Ep =DM - [, (5x* —5x + 1)dx
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=  5x%dx+[ Sxdx+ [ 1ldx

MOVIMIENTO RECTILINEO.

En esta péagina, se describe el movimiento mas simple, el movimiento rectilineo. Se

introducen las magnitudes cinematicas: posicion, velocidad y aceleracion.

Es importante diferenciar entre posicion del moévil en un instante t y desplazamiento del

movil entre dos instantes: inicial to y final t.

Se calcula la velocidad en un instante, a partir de las velocidades medias en intervalos
de tiempo cada vez mas pequefios lo que nos permite recordar el concepto de derivada

de una funcion.

A partir de un registro de la velocidad en funcién del tiempo, se pide calcular el
desplazamiento del movil entre el instante inicial to y el instante final t, lo que nos permite

recordar el concepto de integral definida.
Finalmente, se estudian dos casos particulares:

= Movimiento rectilineo uniforme

&= Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Cuyas ecuaciones son conocidas y se emplearan frecuentemente.
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Magnitudes cinematicas.

Se denomina movimiento rectilineo, aquél cuya trayectoria es una linea recta.

®t ? QP »X

x

En la recta situamos un origen O, donde estara un observador que medira la posicion del
movil x en el instante t. Las posiciones seran positivas si el movil esta a la derecha del

origen y negativas si esta a la izquierda del origen.

Posicién

La posicion x del moévil se relaciona con el tiempo t mediante una funcion x=f(t).

Desplazamiento

Supongamos ahora que en el tiempo t, el mévil se encuentra en posicién x, mas tarde,
en el instante t' el movil se encontrard en la posicion x'. Decimos que movil se ha
desplazado Ax=x"x en el intervalo de tiempo At=t-t, medido desde el instante t al instante
t'

Velocidad
La velocidad media entre los instantes t y t' esta definida por

<v>=x"=xt'=-t=AxAt<v>=x"-xt'-t=Ax At

La velocidad media se calcula en un tiempo At finito. La velocidad (instantanea) en un
intervalo de tiempo At—0

Para determinar la velocidad en el instante t, debemos hacer el intervalo de tiempo At tan
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pequefio como sea posible, en el limite cuando At tiende a cero.
v=limAt—0AxAt=dxdtv=limklA t—>0AxAt=dxdt

Que es la definicion de derivada de la funcion x con respecto del tiempo t.

Aceleracion
t t
|
| \ - » X
) v v

En general, la velocidad de un cuerpo es una funcion del tiempo. Supongamos que en un

instante t la velocidad del mévil es v, y en el instante t' la velocidad del mévil es v'. Se

denomina aceleracion media entre los instantes t y t' al cociente entre el cambio de

velocidad Av=v-v y el intervalo de tiempo en el que se ha tardado en efectuar dicho

cambio, At=t"t.

<a>=v'=vt'-t=Av/At<a>=v'-vt'-t=Av/At

La aceleracion en el instante t es el limite de la aceleracién media cuando el intervalo At

tiende a cero, que es la definicion de la derivada de v.

a=limAt—0AvAt=dvdta=limixiA t-0AvAt=dvdt

Ejemplo:

Un cuerpo se mueve a lo largo de una linea recta x=2t3-4t>+5 m. Hallar la expresion de

e La velocidad

e La aceleracion del mévil en funcioén del tiempo.

v=dx/dt=6t2-8tm/s

a=dv/dt=12t-8m/s2
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v=dx/dt=6t2-8t m/s

a=dvdt=12t-8 m/s2

Dada la velocidad del movil hallar el desplazamiento.

A
X —XD \
t
ty t
X, X
tg t
I . : >3
O X X

Si conocemos un registro de la velocidad, calculamos el desplazamiento x-xo del movil

entre los instantes to y t, mediante la integral definida.
X=Xo=tJtov-dt x=Xo=lorv-dt

El producto v dt representa el desplazamiento del mévil entre los instantes t y t+dt, 0 en
el intervalo dt. El desplazamiento total es la suma de los infinitos desplazamientos

infinitesimales entre los instantes to y t.

En la figura, se muestra una gréfica de la velocidad en funcién del tiempo, el area en color
azul mide el desplazamiento total del movil entre los instantes to y t, el segmento en color

azul marcado en la trayectoria recta.

Hallamos la posicion x del movil en el instante t, sumando la posicion inicial xo al



L\ % CALCULO INTEGRAL

cécY-fE' Cuaderno de Trabajo Quinto Semestre

desplazamiento, calculado mediante la medida del area bajo la curva v-t o mediante

calculo de la integral definida en la férmula anterior.
Ejemplo:

Un cuerpo se mueve a lo largo de una linea recta de acuerdo a la ley v=t3-4t2 +5 m/s. Si
en el instante to=2 s. esta situado en xo=4 m del origen. Calcular la posicion x del movil

en cualquier instante.
x=4=[" (2 — 42 +5)dtx=x = ~x* + 223+ 5x + =m
2 4 3 3

Dada la aceleraciéon del moévil hallar el cambio de velocidad.

|

Del mismo modo, que hemos calculado el desplazamiento del mévil entre los instantes to

¥

y t, a partir de un registro de la velocidad v en funcién del tiempo t, calculamos el cambio
de velocidad v-vo que experimenta el movil entre dichos instantes, a partir de un registro

de la aceleracion en funcion del tiempo.

t
VVO_tO a-d

En la figura, el cambio de velocidad v-vo es el &rea bajo la curva a-t, o el valor numérico

de la integral definida en la férmula anterior.
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Conociendo el cambio de velocidad v-vo, y el valor inicial vo en el instante to, calcula la

velocidad v en el instante t.
Ejemplo:

La aceleracién de un cuerpo que se mueve a lo largo de una linea recta viene dada por
la expresion. a=4-t2 m/s?. Sabiendo que en el instante to=3 s, la velocidad del movil

vale vo=2 m/s. Determinar la expresion de la velocidad del movil en cualquier instante

v-2=[] (4—t3)dt=

1
v=4t—§t3—1 m/s

Resumen.

Las formulas empleadas para resolver problemas de movimiento rectilineo son:

t

dr ;
V=5 T —xp= [v-dt

fn

P t

- o
G:E U—'L[I—tjﬂ'd-t

0

Casos particulares

Movimiento rectilineo uniforme
v

Un movimiento rectilineo uniforme es aquél cuya velocidad es constante, por tanto, la
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aceleracion es cero. Calculamos la posicion x del mévil en el instante t, integrando

x—x0=v-(t—-1t0)

o graficamente, en la representacion de v en funcion de t.

Habitualmente, el instante inicial to se toma como cero, por lo que las ecuaciones del

movimiento uniforme resultan

a=0

v = cte
x=x0+v-t
a=0v=cte
x=x0+v-t

Movimiento rectilineo uniformemente acelerado
A

Un movimiento uniformemente acelerado es aquél cuya aceleracién es constante. Dada
la aceleracion, obtenemos el cambio de velocidad v-vo entre los instantes to y t, mediante

integracion, o graficamente.

v—v0=a-(t—-1t0)
Dada la velocidad en funcién del tiempo, obtenemos el desplazamiento x-xo del movil
entre los instantes to y t, graficamente (area de un rectangulo + area de un triangulo), o

integrando

I—quU[l-{f—tu}-l-—l-a-{t—tu}ﬂ
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/ XXg

tl] t

Habitualmente, el instante inicial to se toma como cero, las formulas del movimiento

rectilineo uniformemente acelerado serian las siguientes:

a = cte

'U‘[|+ﬂ,'f

T==zg+vy-t+ia-t?

Despejando el tiempo t en la segunda ecuacion y sustituyéndola en la tercera,
relacionamos la velocidad v con el desplazamiento x-Xo

v’ = v2 + 2a(z — zo)
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Y

- Ejercitando mi habilidad.

Problema 1.
Un cuerpo cae con una velocidad de: v(t) = 9.8t — 6t2t /(2 + 1) m/seg. Dondetes el
namero de segundos transcurridos desde que comienza a caer. ¢Desde qué altura cae

si tarda 6 seg? en llegar al suelo?

Problema 2.
Si la velocidad de un mévil es de v(t) = 3- 3/(t2 + 1) metros por segundo (donde t
es el numero de segundos transcurridos desde que comienza a moverse), ¢ qué longitud

recorre en 3 segundos?.

Problema 3.
Si un cuerpo cae con una velocidad de v(t) = (10t — t 2)/5 metros por segundo (donde t es
el numero de segundos transcurridos desde que comienza a caer), calcular la altura

desde la que cae, sabiendo que tarda 5 segundos en impactar contra el suelo.

Fuente:Imagen recuperada de www.pixabay.com junio 2020
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